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Les propriétés spécifiques de l’ordre < sur R permettent des développements 
originaux impossibles à mener dans un espace métrique quelconque. Si la 
notion de valeur d’adhérence ou de convergence d’une suite à un sens dans 
n'importe quel espace métrique (voire espace topologique), et si la limite d’une 
suite est une donnée essentielle permettant de mieux connaître cette suite, on 
constate très vite que toutes les suites n’admettent pas de limite. Ce manque 
peut être comblé si l’on travaille dans R. 


L'utilisation du Théorème des suites croissantes majorées et du Théorème de 
la borne supérieure permet de définir un nombre attaché à n’importe quelle 
suite réelle, et appelé "limite supérieure" de la suite. 

Au delà de l’interêt intrinsèque du nouvel objet que l’on va construire, le 
développement suivant sera l’occasion de se familiariser avec le corps des nom- 
bres réels, avec ses propriétés (algébriques ou liées à l’ordre) et ses techniques. 
La notion de limite supérieure permettra enfin d’énoncer des théorèmes de 
convergence des séries à termes positifs sous des hypothèses larges. 


La notation R désigne la droite réelle achevée R = RU {+}. 


1 Définition 


Théorème 1 Soient (tn),en une suite réelle etl ER. Soit V (1) l’ensemble 


des voisinages de l. Les assertions suivantes sont équivalentes : 
1j VUEV(H) VNEN Mm>N mm eEU, 
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2) Pour tout U € V (I) la partie {n E N/x, EU} est infinie, 
3) Il existe une sous-suite de (x»),n tendant vers l. 


Preuve : -1)= —2) : S'il existe U € V(l) et N € N tels que x, € U pour 
tout n > N, alors {ne N/x, EU} C [0,N] et la partie {n € N/xn € U} est 
finie. 


—2) = -1) : Ilexiste U E V(l)et N ENtelsque{neN/xm EU}C[0,N|. 
Dans ce cas n > N entraîne x, € U. 


1) = 3) : Supposons que | soit réel, et appliquons 1) avec la boule ouverte 
U = B({,1/k) de centre { et de rayon 1/k. Choisissons un entier naturel no 
quelconque. Pour tout k € N* il existe n4 tel que nx > ng-1 et tn, € B(l,1/k). 
Par construction limz_,+460 Zn, = L. 

Le cas où { € {How} se traite de la même façon en remplaçant les boules 
B(1,1/k) par des intervalles |A, +oo] ou [—-co, BÎ (qui forment des bases de 
voisinages ouverts de +oo et —0o). 


+ 1) rSilime.s0.. 1 alors 


VUEV() 2KEN k>K = x», EU. 


Si N est donné, et si # > N, alors ng > k > N. Il suffit ainsi de prendre 
K' = Sup(K, N) et k > K7 pour avoir simultanément n; > N et æn, € U. 
On a montré : 


VUEV() VNEN M >N 2 EU. 


Définition 1 Un nombre | € R vérifiant l’une des conditions du Théorème 
précédent est appelé valeur d’adhérence de la suite (x»),ew- 


Théorème 2 Soit (xr),-n une suite réelle. Notons 
OS D 


L'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite (tn),en est (en Xn. C’est un 
fermé de R. 


Preuve : 


l valeur d’adhérence & VNEN VUEV() n>N meU 
& VNEN VUEV() XnNNU #0 


8 VNEN leXnwéle (X. n 
neN 


Théorème 3 Soit (xr),en une suite réelle. La suite (Supz, tx) est 


Le nn neN 
décroissante dans R. Elle admet donc une limite l dans R, et 


= in (Supyzn zx) = Inf (Supy>n ze). (X) 


Le nombre L est la plus grande valeur d’adhérence de la suite (xn),ew: ce qui 
s'écrit 1 = Sup ([yen Xn). 


Preuve : + Posons toujours X, — {x,/k>n} et notons a, — Sup X,. 
L’inclusion X,11 € X, entraîne Sup Xh11 < Sup X, de sorte que la suite 
(an)nen Soit décroissante et converge vers Inf a,. On à montré (%). 


eSik>n, Xp CC Xau © X, entraîne ax = Sup Xg € Xn. Puisque X, 


est fermé, on déduit ! € X, par passage à la limite. Donc / € Men Xn et { 
est une valeur d’adhérence de la suite (x»),en- 


e Si l’est une autre valeur d’adhérence de la suite (x,),ew, l’ appartient 
à [hen Xn donc l < Sup X, = a, pour tout n. On obtient alors l < l'en 
passant à la limite dans cette inégalité. 


Définition 2 La limite supérieure d’une suite (x,),,.N de R est le nom- 
brelER défini dans le Théorème précédent. On la note limsupzx\ ou limxà. 
On définit de la même manière la limite inférieure d’une suite en posant 


liminf x, = lim (Infg>n te) = Sup (Inf £>ntk) . 


Le fait est remarquable : toute suite de R possède une limite supérieure dans 


R (autrement dit une plus grande valeur d’adhérence). 


Théorème 4 Soient (xh),-n une suite réelle etl € R. Alors l = limsup+, 
si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

1) >0 VNEN n>N zæ>l—e, 

2) >0 2NEN n>N—=zx <l+e. 


Preuve : Si { — limsup x», | est une valeur d’adhérence de (x,) et 1) est véri- 
fiée. l étant la plus grande valeur d’adhérence de (x,), 2) sera vrai. En effet, s’il 
existait € > 0 tel que pour tout N il existe n > N avec x, > l+E€, on pourrait 
définir une sous-suite (x»,), de (x,) incluse dans [l + €, +o[. Cette sous-suite 
possèderait une valeur d’adhérence l’(par exemple = limx_}5 SuPx> x Zn) 
dans R, et l’on aurait VE [| +e,+o0], ce qui est absurde. 


Réciproquement, si 1) et 2) sont vraies, 


Ve>0 VNEN n>N fr -ll<e 


et { sera une valeur d’adhérence de la suite. Si l’ > 1, l’assertion 2) appliquée 
avec € = (|! — 1) /2 donne 


IN EN RENE E PE 


ce qui interdit à /’ d’être une valeur d’adhérence de (x,).m 


Si (tn),hen est une suite réelle, le Théorème 4 montre l’implication 
limsupæzn € R = (æn) majorée. 


La réciproque est fausse (penser à æ, = —n). 


2 Propriétés 


Dans ce qui suit, on s'intéresse au suites réelles mais on peut noter que la 
limite supérieure (resp. inférieure) est en fait définie pour toute suite de la 
droite réelle achevée R, et que certaines propriétés énoncées seront encore 
vraies moyennant de petites précautions. 

On rappelle que la suite réelle (7,),-N est dite convergente si elle converge 


dans R, autrement dit si elle admet une limite dans R. 


Théorème 5 La suite réelle (xh),-enw admet une limite si et seulement si 
limsupz, = liminfx,. Dans ce cas, 


limzx, = limsupz, = liminf x. 


Preuve : Si !{ = limx,, | est l’unique valeur d’adhérence de la suite, donc la 
plus grande et la plus petite à la fois, et ! = limsupzx, = liminfx,. Récipro- 
quement, { = limsupzx, = liminf x, entraîne (cf. Théorème 4) 


VE >O0 2NEN n>N=Il-Ee<x, <l+Ee 
soit { = limXy. 0 


Théorème 6 Si (x,) et (Yn) sont des suites réelles, 
1) limsup (—-x») = — liminf (x,). 

lim sup æ» < limsupyh 

liminf x, < liminf y». 

3) limsup x, + liminfyn < lim sup (tn + Yn) < lim sup æh + lim sup y». 
4) minf x, + liminf y, < liminf (ty + Yn) < limsupæ, + liminf y. 
5) Si tn > 0 et Yn > 0 pour tout entier n, alors 


2)NnEN &r < Un) > 


lim sup (tnyn) < (lim sup æ,) (lim sup y»n) 
(im inf x) (lim supyn) < lim sup (TnYn) 
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lorsque les deux membres sont définis. 
6) Si tn > 0 et yn > 0 pour tout entier n, et si limx, = x, alors 


lim sup (tnYn) = + lim sup yn. 


7) Si tn > 0, alors 


E 1 1 
IM SUP — = ——— 
a Zn liminfæ 


en faisant la convention 1/0 = +co. 


Preuve : 1) D’après le Théorème 4, 


Pie, PNEU NN EN etre 

Rep VE >0 IN n>N=x >l-e 
Ve>O VN m>N —-%, > -l—E 
VE > O0 2N n>N= -%, <—l+E 


&æ —l=limsup(—-x,). 


2) Notons Xh = {a /k>n} et Y, = {y /k>n}. Si xn < Yn pour tout 
entier n, alors Sup X, < Sup Y», d’où limsupzx, < limsupy,. De la même 
manière Inf X, < Inf YŸ, entraîne liminf x, < liminf y, en passant à la limite 
pour n tendant vers +00. 


3) Pour tout k > n, 
2 + InfYh < zx + y < SUP Xn + SUP Ya 
d’où 
Sup Xn + Inf Yn < Supy>n (tx + Yx) < Sup Xn + Sup Ys. 


On obtient les inégalités annoncées en passant à la limite pour n tendant 
Vers +00. 


4) provient de 1) et 3). 


5) Pour tout k > n, 
TkYk < SUP Xn. SUP Yhn 
donc 
SuPy>n (TkYk) < SUP Xn. Sup 
et 
lim sup (tnYn) < (lim sup +,) (lim sup y) 


en passant à la limite dans l'inégalité. D'autre part, pour tout k > n, 


(nf Xn). Ur < TxYr < SUPr>n (TKYK) 


entraîne 
Inf X,. Sup Yh < SUPx>n (TrYx) 


d'où (liminfx,) (limsupyn) < limsup (ZnYn) en passant à la limite pour n 
tendant vers +oo. 


6) On a x = limx, = limsupzx, = liminfx, d’après le Théorème 5, et il 
suffit de remplacer dans les inégalités montrées en 5) pour obtenir 
lim sup (tnyn) < æ (lim sup y) 
x (limsup yn) < lim sup (zyYn) 
et l’égalité annoncée. 


7) Par hypothèse, liminfx, > 0. Supposons d’abord que liminfz, > 0. 
Appliquons 5) avec y = 1/xn. On obtient 


Le : 1 | 1 1 
lim inf %,. limsup — < 1 = limsup — < =—————. 
Tn Zn Eminfz 
D'autre part, 
» 1 1 
Ve > O0 VneN +ÆK>n < (+) 


e+liminfzy  æ% 


(dans le cas contraire, il existerait € et n tels que 24 > e+liminfx, pour tout 
k > n, et limlnf x, ne pourrait pas être une valeur d’adhérence de (x,)). On 
déduit successivement 


1 1 
Ÿ 0 V N——— <$ — 
1. Li e+liminfæs — Pkzn Tk 
1 1 
Ÿ 0 ——— < | — 
di e+liminfæ, — de Ta 
1 : 1 
———— < limsup —. 
liminf x» En 


Supposons maintenant liminf x» = 0. Dans ce cas 1/liminf x» = 1/0 = +oo. 
Puisque 0 < Inf X, < 0, on déduit Inf X, = 0, et l’on peut affirmer que pour 
tout entier n et tout réel € > 0 il existe k > n tel que 0 < x4 < €. Cela prouve 
que lim sup 1/x, = +, et la formule proposée est triviale. 


3 Application aux séries à termes positifs 


Les règles de Cauchy et d’Alembert permettent de déduire la nature d’une série 
à termes positifs en la comparant à une série géométrique. Elles s’énoncent 
naturellement en employant des limites supérieures. 


3.1 Règle de Cauchy 


Théorème 7 Règle de Cauchy 

Soient Ÿ.zn une série à termes réels positifs et l = limsup ?/7». 

1) Sil <1, alors ÿ x, converge, 

2) Sil > 1, alors ÿ_xn diverge, 

3) Sil = 1, on ne peut pas conclure. On se trouve dans le ’cas douteux” de 
la règle de Cauchy. 


Preuve : 1) Soit a un réel tel que !{ < a < 1. Il existe un entier N tel que 
n > N entraîne +/x» < a (Théorème 4), soit zh < a”. On aura donc 


nee 


n>N n>N 


et la série ÿ x, converge (comme toute suite réelle croissante majorée). 


2) Soit a un réel tel que 1 < a < {. D’après le Théorème 4, 


VNEN n>N x, > a. 
Ainsi Zn > a” pour au moins un n supérieur à /V, cela pour tout N. Le terme 
général de la série ÿ x, ne tend pas vers 0, donc la série diverge. 


3) Les séries de Riemann ÿ° 1/n° fournissent les contre-exemples nécessaires. 


On trouve 
: nf 1 . 1 
E= limsup {/— =lim| — ] —=1, 
n* n 
nn 


et l’on sait que la série harmonique ÿ° 1/n diverge (ce n’est pas une suite de 
Cauchy puisque DE 1/n > NxXx{(1/2N) = 1/2 pour tout entier N), tandis 
que la série 5 1/n? converge. 


3.2 Règle de d’Alembert 


Théorème 8 Règle de d’Alembert 
Soit Jxn une série à termes réels positifs. Posons 


et l— amiens 


LTn LTn 


Tn+1 


L = limsup 


1) Si L <1, alors ÿxn converge, 

2) Sil > 1, alors ÿ_xA diverge, 

3) Sit <1< L, on ne peut pas conclure. On se trouve dans le ”cas douteux” 
de la règle de d’Alembert. 


Preuve : 1) Soit a un réel tel que L < a < 1. D’après le Théorème 4 il existe 
un entier N tel que 


Tn+1 
nENS TE Las msi € Gr: 


n 


Sin > N, 


RG EE din ee vs a NS 


Dam<en Da < 


n>N n>N 


N 


d’où 


et la convergence de Ÿ x, est assurée. 


2) Soit a un réel tel que 1 < a < L. D’après le Théorème 4, il existe un 


entier N tel que 
Tn+1 


n>N—>a< Lait > AT: 


n 


On déduit 


n>N=z > a Nan = D DD 
n>N n>N 


Comme a > 1, la série Sa”? diverge, donc ÿ x, aussi. 
3) Avec les séries de Riemann ÿ'1/n°, 


(02 


li ——— 
aus (n +1) 


et la série diverge ou converge suivant les valeurs de à. … 


3.3 Cas litigieux 


Le premier résultat est important : il montre qu’il est inutile de chercher la 
1/ 


limite limzx,/" si l’on a déjà prouvé que lim(x,:1/7n) = 1. 


Théorème 9 Pour toute suite à termes positifs (tn), 


in —— Die = |. 
Tn 
Preuve : Première méthode : Supposons ! € R*, les cas où / — 0 ou +c 
se traitant à peu près de la même manière. Pour tout € > 0 il existe N tel que 
n > N entraîne 
PRE 2e) + € 


n 


8 


soit 
(Non can el te) Ne 


n—N L TL n—N L 
(—e) n av <æn <(l+e) » xx. 


En passant à la limite supérieure dans ces inégalités, 


4, 
[—Ee <limsupz} <l+Ee. 


Ces inégalités étant vraies pour tout € > 0, on obtient lim sup a eh 
On procéderait de la même façon pour montrer que lim inf x) "= 1, et finale- 


ment obtenir , , 
limsup x# =1=liminf x}. 


La suite (x}/ ”) admet donc une limite quand n tend vers +00, et cette limite 


est L. 


Seconde méthode : Supposons encore / € R* , et choisissons deux nombres 
réels {1 et l2 tels que 0 < {1 < { < l2. La série ÿ'{?/x, converge d’après le 
critère de d’Alembert, donc son terme général tend vers 0 et pour n assez 
grand {?/xn < 1, soit 1 < x De la même manière, ain < là pour n 
assez grand. Comme {1 et {2 peuvent être arbitrairement proches de { qu’on 


le désire, on obtient finalement limx}/" —{. 


Remarques : 1) Le Théorème précédent peut aussi servir à trouver la 
limite de certaines suites. Prenons par exemple la suite (x,,) de trerme général 


(a)? L 
PR — On +1! : 


2 
Il suffit de poser ay — nn puis de voir que 


dat 
lim —— ; 
An 4 


pour conclure à lim x» — 1. 
2) La suite (x}! ”) peut admettre une limite sans que la suite (x,:1/2,) en 
admette une. Considérons la série 


+00 
7 = à + ab + ab + ab? +. + ab? + af tipe + ontipnrl D 


a=1 


où a < 1 <bet ab < 1. On l’obtient en multipliant le terme précédent par a 
ou par b. On a æh+1/%n = à ou b, donc 


Ln+1 : Ln+1 
EE Lao et lim sup + = b. 


Ln Tn 


liminf 


La règle de d’Alembert ne permet pas de conclure, et la limite de la suite 
(Zn+1/%n) n'existe pas. Mais la règle de Cauchy montre la convergence de la 
série. En effet, ton41 = a"+1b" et œ9, = a"b" entraînent 


il +1 
(Ton+1) 751 grrr bee À ab SE (em )# … Va. 


de sorte que 
L 
mx} = Vab < 1. 


3) Si limsupzæh+1/2n > 1, on ne peut pas conclure à la divergence de la 
série > x. L'exemple ci-dessus nous offre un contre-exemple. 
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